5 Aplicaciones

En este capitulo se presentan algunas de las @pliea de la teoria del Compressive
Sensing. En primer lugar se estudiara la reconstrmae un canal de comunicaciones
sparse empleando tanto el algoritmo Matching Pucsumo el Ortohogonal Matching
Pursuit. A continuacion se utilizara la teoria @8l para la deteccion de sinusoides, se
reconstruira una sefial suma de varias sinusoidiéstiatas frecuencias usando ambos
algoritmos.

5.1 Identificacion del canal en comunicaciones

Los canales con respuesta impulsiva sparse, comepetsentado en la figura 38,
aparecen en un gran numero de aplicaciones en doeawiones. Aprovechando la
escasez del canal, mostramos en este capitulo sérpaede obtener un estimado del
canal usando los algoritmos estudiados, Matchingsdfuy Orthogonal Matching
Pursuit.
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Fig38. Ejemplo de canal sparse de longitud m = 119 é&m ls = 5 muestras distintas
de cero.



En primer lugar, se propone explotar la escasezralatlel canal mediante el uso del
algoritmo MP para obtener una estimacion precisaatel. Esta estimacion obtenida a
partir de MP es inherentemente sparse a diferetieida estimacion de minimos

cuadrados (LS) del canal donde cada uno de losresmlde los pulsos seran
generalmente distintos de cero.

En el algoritmo MP, como cada iteracion de optimiza se realiza sobre todos los
vectores del diccionario, es posible reselecciomar vector seleccionado en una
iteracion anterior. Este hecho disminuye la veladide convergencia hacia la solucién
sparse. Por eso, se propone el uso del algoritm® @ata la estimacion del canal. En
OMP el problema de reseleccion se elimina ya quecada iteracion vamos

almacenando el vector seleccionado, gracias a €8¢t obtiene una velocidad de
convergencia hacia la solucién sparse mucho mayor.

5.1.1 Modelo del sistema.

El problema de la estimacion de canales sparseesgeplescribir de la siguiente forma
[18] y [19]: la secuencia de prueba t(j) para j,%,0.,n-1, se transmite a través del
canal, y las muestras de la sefal recibida son:

(81) r(k) = Et(k—i)c(i) +n(k)

donde c(i) representa la respuesta impulsiva aglqeara i = 1,..., m-1. Asumimos que
el canal es sparse, es decir, qi¢ Z 0 para pocos valores de i. n(k) representa el ruido

blanco gaussiano aditivo de media cero y variagZa La potencia de la sefial de

entrada y de la sefial recibida se denotangjoy o?, respectivamente. Los términos

t(j) con j < 0 se pueden tomar igual a cero silggimer paquete recibido o se pueden
obtener de una secuencia de prueba enviada anterite. Podemos escribir la
ecuacion anterior en forma de matrices:

t(0) t-1) .. teEm+1)|c(0) r (0) n (0)
t(1) t(0) .. tEm+ 2)|c(@) r@ N n (1)

(82)

tin-1) tn-2) ... th-m)|lcm-1)] [ro-2) [n(—-12)

gue puede abreviarse como:
(83) Ac=r+n
Como el canal es sparse, la mayoria de las comfemeéel canal son cero. El problema

consiste en aproximar el vector r en términos debinacion lineal de un pequefo
namero de columnas de la matriz A, es decir, deBegnoontrar c tal quAc=r .



Sabemos que para encontrar la solucion sparse3jesfBlos casos donde m << n,
podemos aplicar los algoritmos de selecciéon secalethe base (SBS, Sequential Basis
Selection) como el MP o el OMP. Aunque en el pnolalede estimacion de canales
sparse tenemos mn, los algoritmos SBS se pueden aplicar para érazaima solucion
sparse a la estimacién del canal.

5.1.2 Simulaciones

En el articulo deKarabulut y Yongacoglu [19], los dos algoritmos de estimacion de
canal sparse, MP y OMP, se comparan en términgaret@sion de la estimacion y
rendimiento. Los algoritmos para la estimacion aeates se obtienen sustituyendo en
el MP y el OMP la sefal original x por las muesttada sefial recibida r, es decir, x =
r.

El canal sparse usado en la simulacion se muestiaafeig38. La longitud del canal es

m = 119 y la de la sefial de la secuencia de prizetemamos igual, es decir, n = 119,
con el fin de hacer hincapié en el hecho de qualtpwEitmos de seleccion secuencial de
base (SBS) trabajan bien con sefales de pruebeaegigefia longitud. Existen dos

razones para considerar una secuencia de pruelb@ €mero, manteniendo n

pequefio no se introduce una diferencia computdciooasiderable entre los dos

algoritmos, MP y OMP. Segundo, una secuencia debarude longitud mas corta

mejora la eficiencia de procesamiento para losemias donde la longitud de los
paquetes transmitidos es pequefia.

Primero comparamos la precision de la estimaciologlalgoritmos MP y OMP. En las
siguientes figuras se muestran los histogramasi@tekero de componentes detectadas
correctamente para valores de la relacion sefiatla de 5, 10 y 15 dB.
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Fig39. Histogramadel numero de componentes detectadas correctancentelos
algoritmos MP y OMP para SNR = 5dB
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Fig40. Histogramadel numero de componentes detectadas correctancenteos
algoritmos MP y OMP para SNR =10 dB

MP 5MR=15dB

70 T T T T

[=£]
[=]
T

1
0 1 2 3

OMP 5NR=15 dB
100 T T T T T

anr

(=1 .

a0t -

aof .

0 I I I I
0 1 2 3 4 5

Fig4l. Histogramadel numero de componentes detectadas correctancentelos
algoritmos MP y OMP para SNR =15 dB



Cada histograma muestra el porcentaje de vecessguecupera correctamente el
conjunto de componentes (de 1 a 5 componenteshtdstde cero para un valor
determinado de la SNR. De estos histogramas conatuque el algoritmo OMP nos da
una estimacion més coherente y mas precisa ddl ga@&| algoritmo MP.

A modo de ejemplo se ha realizado la estimacionrdeanal sparse de longitud m =
119 con una sefal de prueba de la misma longituthqde en el problema de

estimacion de canales sparse tenemos m ya vimos en el apartado (5.2) que los
algoritmos MP y OMP se pueden aplicar para enconire solucion sparse a la

estimacion del canal.

El canal a estimar se muestra en la figura 42:
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Fig42. Canal sparse de longitud m = 119 con sélo k = Bstnas distintas de cero.

Para la simulacion se han utilizado los algoritnthdB y OMP desarrollados en el
apartado (3) estableciendo r = x, siendo r la sexaerecibida que se obtiene al
transmitir la sefial de prueba a través del caraksspambas sefales se muestran en la
figura siguiente:



Sefial de entrada al canal Sefial de salida del canal

3 10+
2 5r
S 1+ S ob
k=1 =1
2 2
£ £
< o <
At B 101
2F B -151
3 . . . . . 20 . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Tiempo(ms) Tiempo(ms)

Fig43.(a) Sefal de prueba enviada por el canal spéoyesenal a la salida del canal
sparse.

A continuacion se muestra el canal estimado yrel euadratico medio producido en
la estimacion del canal utilizando ambos algoritmos

Algoritmo MP
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Fig44. Canal sparse estimado mediante el algoritmo NtagdPursuit.



x 10° Error de estimacion
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Fig45. Error cuadratico medio obtenido en la estimaciéhcanal sparse empleando el
algoritmo Matching Pursuit.
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Fig46. Canal sparse estimado mediante el algoritmo Qaha Matching Pursuit.
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Fig47. Error cuadratico medio obtenido en la estimaciéhcanal sparse empleando el
algoritmo Orthogonal Matching Pursuit.

Algoritmo Error cuadratico medio
MP 2,9871x10°
OMP 9,7812x10’

Tabla 6. Error cuadratico medio obtenido en la reconstruccitel canal sparse
empleando los algoritmos MP y OMP.

Como podemos comprobar, los algoritmos MP y OMPpgeden emplear en la
reconstruccion de un canal sparse a pesar de gestecaso no se cumpla m << n, si
no que el numero de mediciones m sera mayor o @lalongitud de la sefial n.

Para comprobar el efecto del ruido gaussino bladio/o que aparece en la mayoria de
los canales de comunicaciones, se realizaran uiea d& simulaciones de estimacién
del canal sparse con distintos niveles de relaséimal a ruido empleando ambos
algoritmos, MP y OMP. EIl canal sparse que se enwlea estas simulaciones tiene
longitud n =119 y escasez k = 5.

Se muestran en primer lugar las simulaciones ez con el algoritmo Matching
Pursuit (MP).



SNR = 5dB
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Fig48. Estimacion del canal sparse con ruido blanco gaussditivo con SNR = 5dB
utilizando el algoritmo MP(a) Canal sparsé) Canal con ruido, SNR = 5dBc) Canal
estimado a partir de MRRd) Error de reconstruccion.



SNR = 20dB
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Fig49. Estimacion del canal sparse con ruido blanco gaussditivo con SNR = 20dB
utilizando el algoritmo MP(a) Canal sparsé) Canal con ruido, SNR = 20dHBc)
Canal estimado a partir de M@) Error de reconstruccion.



SNR = 40dB
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Fig50. Estimacién del canal sparse con ruido blanco gaussditivo con SNR = 40dB
utilizando el algoritmo MP(a) Canal sparsé) Canal con ruido, SNR = 40dHBc)
Canal estimado a partir de Mf@) Error de reconstruccion.

Podemos comprobar que el error de estimacion dwhl cgparse con ruido blanco

gaussiano aditivo es bastante elevado, al igual apueria en la reconstruccion de

sefales sparse en el dominio del tiempo con gxiedé ruido. Se observa también que
a medida que disminuye la potencia del ruido (esrdaumenta la relacién sefal a
ruido), disminuye el error de reconstruccion.



A continuacion se realizan las mismas reconstraesoempleando el algoritmo
Orthogonal Matching Pursuit.
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Fig51. Estimacion del canal sparse con ruido blanco gmussditivo con SNR = 5dB
utilizando el algoritmo OMP(a) Canal sparsé) Canal con ruido, SNR = 5dHc)
Canal estimado a partir de OM@#@) Error de reconstruccion.



SNR = 20dB
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Fig52. Estimacion del canal sparse con ruido blanco gmussditivo con SNR = 20dB
utilizando el algoritmo OMP(a) Canal sparséb) Canal con ruido, SNR = 20dEc)
Canal estimado a partir de OM@#@) Error de reconstruccion.



SNR = 40dB
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Fig53. Estimacién del canal sparse con ruido blanco gaussditivo con SNR = 40dB
utilizando el algoritmo OMP(a) Canal sparséb) Canal con ruido, SNR = 40dEc)
Canal estimado a partir de OM@) Error de reconstruccion.

Al igual que en el caso anterior, podemos compraojugr el error de estimacion del

canal sparse con ruido blanco gaussiano aditimastnte elevado, al igual que ocurria
en la reconstruccion de sefiales sparse en el dodehtiempo. Se observa también que
a medida que disminuye la potencia del ruido (esrdaumenta la relacién sefal a
ruido), disminuye el error de reconstruccion.

5.2 Deteccion de sinusoides en frecuencia

En este capitulo se realizara una comparacion ehta@alisis frecuencial de sefales
basado en la DFT ( Discrete Fourier Trnasform) wrédlisis frecuencial basado en la
teoria del Compressive Sensing, obteniendo el groducido por cada uno en la
reconstruccion de una sefial sparse en el domini@ flecuencia. También se realizara
un estudio comparativo a nivel de software del potd y la capacidad de los dos
algoritmos de reconstruccion estudiados, Matchiogsitt y Orthogonal Matching
Pursuit, en la reconstruccion de sefales sparsedaminio de la frecuencia.



5.2.1 Analisis frecuencial de sefnales usando la DFT

La transformada discreta de Fourier (DFT), congtituna poderosa herramienta para el
analisis frecuencial de sefiales en tiempo disctéta. de las razones fundamentales de
su importancia radica es la existencia de algostefaientes para su céalculo, como la
FFT.

Sea una secuencia x(n). Definimos su transformataeta de Fourier (DFT, Discrete
Fourier Transform) de N puntos

(83) X(K) =Y xw k=0,1,..., N-1

En principio no existe ninguna relacion forzosaetd duracion de la secuenai@) y
el numero de puntos be su DFT. La longitud puede ser en principio magognor o
igual que N, concretamente:

* Si la longitud dex(n) es mayor que N, se desprecian directamente lastrase
gue caigan fuera del rango del sumatorio, es digrsituadas a partir de la
posicion N. Dichas muestras se pierden a todosfétos.

» Sila longitud dex(n) es menor que N, se tomaran tantas muestras rias c
sea necesario, rellenando con ceros el sumatosta hampletar la cantidad N.

Debido a lo que acabamos de comentar, por defectensende que el niumero de
puntos de la DFT dg(n), es decir, N, coincide exactamente con la longde dicha
secuenciaEsto es asi pues ese es el minimo numero de ppatasque la DFT
represente univocamente a la sefal.

Los pasos a seguir son:

1. Se enventana la sefial x(n), es decir, se recorsagqu& tenga longitud finita. De
no ser asi, no podria aplicarse correctamente Ta BFenventanado consiste en
multiplicar por una ventana, es decir, por unaisecia w(n) de duracion finita
N (esto es, es cero fuera del intervalo < N-1). Obtenemos asi una secuencia
enventanada v(n), dada por:

(84) v(n) = x(n)w(n)
Si queremos reducir x(n) a un conjunto de N mussiia mas inmediato es
tomar
X(n),0snsN-1
) v(n)={ " }
0,en otro caso

Esto equivaldria a tomar lo que se denomina untamarrectangular, esto es,

1,0snsN-1 .
E <> W(E")
0,en otro cas

- sen(wN / 2) g IN-1)/2
sen(w/ 2)

(86) w(n)= {



2. Se muestrea el espectro a las frecuencias

87 w, ==k k=0,1,.M -1
(87) iy

siendo M> N, para que asi la longitud de la DFT sea al mégee a la de la
secuencia en el tiempo.

Mas concretamente, vemos qué ocurre con la DFTymar(n) sinusoidal. Sea
(88) x(n) = Aycos@yn+6; )

]\|V(GJF’)

! i 1 Lo
-7 —, ay T

Figh4.DTFT de la sefial sinusoidal enventanada.

Vemos en la figura 54 que incluso antes de tom&H& (o sea, antes del muestreo en
frecuencia) se ha modificado el espectro de lals&®frecuencias sufren lo que se
denomina “leakage” (derrame).

Estudiamos qué sucede si x(n) esta formada pocas®snos:
(89) X(n) = A, COSE@N+ 6, )+ A, CosN+6,

Usando en los siguientes ejemplos una ventanangdta, vamos a analizar en la
figura 55 qué sucede si las amplitudes son comfgarablas frecuencias estan bien
separadas.
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Figh5. DTFT de una sefial suma de cosenos cuyas frceemgiay w; estan bien
separadas.



Aunque siempre se van a solapar los espectrossdeokenos, esta claro que en este
caso son perfectamente distinguibles. Decimos queusden resolver. Eso si, puede
cambiar algo la amplitud de los l6bulos, se produoague se llaman fugas.

En las figuras 56 y 57, vemos qué sucede si varpoximando w y w; hasta que

estan muy cercanos. Vemos que llega un momentaietog cosenos ya no se pueden
distinguir. Decimos que la resolucion espectrahgas suficiente.

II‘V(QJ'@)‘
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Figh6. DTFT de una sefial suma de cosenos cuyas frcsemgiyy w; estan muy
proximas pero todavia se pueden distinguir.
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Fig57. DTFT de una sefial suma de cosenos cuyas frcsemgigyy w; estan muy
proximas y ya no se pueden distinguir.

El limite inferior en la separacion admisible enfrecuencias, es decir, la maxima
resolucion viene dada en el caso de la ventanangaliar por

217

(90) Aw=
M +1

donde M es la longitud de la ventana.

La justificacibn es simple, los sumandos dejaranpdeer resolverse cuando la
frecuencia central de cada uno de ellos esté daiaten el I6bulo principal del otro.

Con el fin de comprobar este hecho, hemos usasligu#&nte sefial suma de cosenos a
frecuencias proximas:

(91) X =cos(Zpi 025N [h } cos(2pi 0 26M [h



donde n es el tiempo discreto (N = 0,1,2...n) y Nlesimero de muestras de la sefial
X, N =1024.
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Fig58. Sefial x sparse en el dominio de la frecuencia cestp por la suma de dos
cosenos a diferentes frecuencias (25 y 26 Hz)stasez de esta sefal es k = 2.

Hemos realizado su DFT de 1024 puntos haciendalaeda funcion de Matlab fft.m.
En la siguiente figura podemos ver las muestrasadBFT, que en este caso son
indistinguibles debido a la cercania en frecuedeits cosenos que forman la sefal.
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Figh9. DFT de la seflak =cos(2pi (125N [h * cos(2pi 0 26M [h , donde n es el
tiempo discreto y N es el nUmero de muestras defial x, N = 1024.




Como comprobamos en la figura anterior no se puddimguir los cosenos ya que en
este caso la separacion de frecuencias entreeslljpsto igual a la resolucion:

(92) W -w,=2min+1= 27 /1024

5.2.2 Analisis frecuencial de sefales usando la teoria CS

Emplearemos en este apartado los algoritmos iesatiesarrollados, Matching Pursuit
y Orthogonal Matching Pursuit, para la reconstriicade sefales sparse en el dominio
de la frecuencia. Como ya vimos anteriormente,i@ti@hario en el dominio de la
frecuencia se genera a partir de la DFT; y seraaateccion de ondas sinusoidales
Aw.), donde we [0,2r] es la frecuencia angular, y v indica el tipo dsef, si es coseno
0 seno.

(93) Ao =cos( wt) Ny = ser{ wj

Ahora se definen las frecuencias para las queassthafinidos los cosenos:

(94) w, = 27ik/n conk = 0,1,2,.. .n /2
y los senos:
(95) w, = 2rk/nconk = 0,1,2,.. (n /2 -1

donde n es el nimero de columnas que tendra eébdar.

Se obtiene una matriz de n columnas, cada unasdeukles representa una funcién
coseno o seno a cierta frecuencia.

Una sefal k-sparse en algun domitfiopuede ser definida a partir de una combinacién
lineal de k &tomos provenientes del dicciondfio

K
(96) X =Y WY's, =Ws

i=1

Fig60. Ejemplo de la definicion de una sefial sparse afoglinio de la frecuencia a
partir de los a&tomos de un diccionario de Fourtet, ¥ s.



Para nuestro ejemplo hemos elegido una sefal spasledominio de la frecuencia con
nivel de escasez igual a dos, es decir, que est@fta por la suma de dos cosenos a
distintas frecuencias:

(97) X =cos(Zpi 025N [h } cos(2pi 0 26M [h

donde N es el tiempo discreto (N = 0,1,2...n) y rlesimero de muestras de la sefial
X.

Sefial senoidal

Amplitud(V)
o

_2 L 1 L L ! |
0 200 400 600 800 1000 1200

Tiempo(ms)

Fig61l. Sefial x sparse en el dominio de la frecuencia cestp por la suma de dos
cosenos a diferentes frecuencias (25 y 26 Hz)stasez de esta sefial es k = 2.

Como ya sabemos tanto MP como OMP son algoritmastivos que tratan de

encontrar el atomo del diccionario (en este casbceionario de Fourier, formado por
cOsSenos Yy senos) que aporta mayor contribuciondeflaicion de la sefial proyectada.
En este caso encontrar esos atomos del diccioramdleva encontrar las frecuencias
gue estan presentes en nuestra sefial suma de £0os&tias seran:
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Fig62. (a) Frecuencias de los cosenos presentes en la ssfiafse en el dominio de la
frecuencia obtenidas de la proyeccion sobre elatiecio de Fourier en los algoritmos
MP y OMP.(b) Zoom de las frecuencias de los a&tomos del dicommpe aportan la
mayor contribucién a la definicién de la sefial.

En la figura 62 podemos observar que efectivamiastédtomos del diccionario que
aportan la mayor definicion a la sefial son aquellaas sinusoidales cuyas frecuencias
coinciden con las frecuencias de los cosenos quiertoan nuestra sefial, es decir, 25y
26 Hz. Ademas, comprobamos que aunque esas fréas@stén bastante proximas, los
algoritmos MP y OMP pueden distinguirlas perfectatee (Se podria usar cualquier
valor de frecuencias y el resultado de las simales realizado en este capitulo no se
veria alterado de forma significante).

Tras encontrar el atomo del diccionario que aporégor contribucion a la definicidon
de la sefal proyectada, estos algoritmos encueptrastimado de la contribucion de
dicho atomo a la conformacion de la sefial y remualieha contribucién que este
aporta a la estructura del conjunto de mediciorela defial, definiendo asi un residuo.
Se procede iterativamente hasta que el criterjpadada se cumpla.

En primer lugar se va a reconstruir la sefial 2sspan el dominio de la frecuencia, a
partir de los atomos del diccionario seleccionadosdiante el algoritmo Matching
Pursuit. Se presentan a continuacion la sefalnatigia sefial recuperada por este
algoritmo y el error producido en la reconstruccion
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Fig63. Reconstrucciorde sefial sparse en el dominio de la frecuenciaeamgb el
algoritmo MR, (a) Sefal original(b) Sefal reconstruida.
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Fig64. Error en la reconstrucciode la sefial sparse en el dominio de la frecuencia
empleando el algoritmo MP.

Se observa en la figura que la diferencia entrsef@al original y su reconstruccion
utilizando MP es del orden de IHen base a la amplitud. Si calculamos el error
cuadratico medio como en los apartados anterig@s $e obtiene k= 2,8285x103*
comparado con la amplitud original de la sefal ester es practicamente nulo ya que
esta diez 6érdenes de magnitud por debajo.

La sefal fue reconstruida con un conjunto de tdn S0 muestras de las 1024 que
conforman la sefal original, lo cual implica unargreduccion en los datos necesarios
para la reconstruccion casi perfecta de la sefial.

Ahora se reconstruye la seflal mostrada en la Figdrautilizando el algoritmo
Orthogonal Matching Pursuit, la matriz de medicé@na la misma que se utilizé en la



reconstruccion con el algoritmo MP, con la finatidde hacer la reconstruccion bajo
exactamente las mismas condiciones de proyecci@rel caso anterior.
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Fig65. Reconstrucciorde sefial sparse en el dominio de la frecuenciaeamgb el
algoritmo OMP (a) Sefial original(b) Sefal reconstruida.
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Fig66. Error en la reconstrucciode la sefial sparse en el dominio de la frecuencia

empleando el algoritmo OMP

La diferencia entre la sefial reconstruida y la lsefiginal es del orden de en base
a la amplitud, si calculamos el error cuadraticalimeempleando la ecuacion (70), se
obtiene que k. = 5,2111x106°.

En la Tabla 7 se muestra el error cuadratico mgdeose obtuvo para cada uno de los
métodos de reconstruccion al reconstruir mil véaeefial. Comparando los resultados
obtenidos utilizando OMP con los obtenidos empleaad algoritmo MP, se puede
apreciar facilmente que el error medio cuadréateoeegado por el OMP es siete 6rdenes
de magnitud menor que el generado usando MP.



Método de reconstruccion Error cuadratico medio

MP 1,23x10™

OMP 2,46x10™

Tabla7. Comparacion del error obtenido en la reconsténcde una sefal sparse en el
dominio de la frecuencia usando ambos algoritmos.

Comprobamos a continuacién el funcionamiento decanaligoritmos si la sefial sparse

en el dominio de la frecuencia tiene un nivel deassz mayor, es decir, si la sefial esta
compuesta por la suma de un mayor nimero de caskacsefal empleada en estas

simulaciones sera:

(98)

X =cos(Z2pi 25N [h ¥ cos(Bpi 0 26M [h )cos(Pi 0 3W[h +) cosfR] 3IRIh
por lo que el nivel de escasez sera k =4.
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Fig67. Sefial x sparse en el dominio de la frecuencia cestp por la suma de dos
cosenos a diferentes frecuencias (25, 26, 31 yZ32Lid escasez de esta sefial es k= 4.

En primer lugar hemos realizado su DFT de 1024gqsuhéciendo uso de la funcion de
Matlab fft.m, obteniendo:
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Fig68. DFT de la sefial:
X=cos(2pi 25N [h ¥ cos(Bpi 0 26M [h )cos(Pi 0 3W[h +) cosfR] 3I1Ih ,
donde n es el tiempo discreto y N es el nUmero aestras de la sefial x, N = 1024.

Como comprobamos en la figura anterior no se puddimguir los cosenos ya que en
este caso la separacion de frecuencias entre edlggsto igual a la resolucién, como
teniamos en el caso 2-sparse.

Vemos en la siguiente figura que tanto MP como O&meuentran los atomos del
diccionario (en este caso el diccionario de Foufmimado por cosenos y senos) que
aportan mayor contribucion a la definicion de ldiaeproyectada. En este caso
encontrar esos atomos del diccionario, conlleveomtnar las frecuencias que estan
presentes en nuestra sefial suma de cosenos,ezatas s
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Fig69. (a) Frecuencias de los cosenos presentes en la sefjiatse en el dominio de la
frecuencia obtenidas de la proyecciéon sobre elatietio de Fourier en los algoritmos
MP y OMP.(b) Zoom de las frecuencias de los atomos del dicommpie aportan la
mayor contribucién a la definicién de la sefial.



En primer lugar se va a reconstruir la sefial 4sgpan el dominio de la frecuencia, a
partir de los atomos del diccionario seleccionadosdiante el algoritmo Matching
Pursuit. Se presentan a continuacion la sefalnatigia sefial recuperada por este
algoritmo y el error producido en la reconstruccion
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Fig70. Reconstrucciorde sefial sparse en el dominio de la frecuenciaeangb el
algoritmo MP (a) Sefal original(b) Sefal reconstruida.
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Fig71. Error en la reconstrucciode la sefial sparse en el dominio de la frecuencia
empleando el algoritmo MP.

Se observa en la figura que la diferencia entrsef@al original y su reconstruccion
utilizando MP sigue siendo del orden de®1én base a la amplitud incluso aumentando
el numero de cosenos que conforman la sefal. Gilaatos el error cuadratico medio
como en los apartados anteriores (70), se obtigae B7573x103 comparado con la
amplitud original de la sefial este error es praatiente nulo ya que esta diez érdenes
de magnitud por debajo.



La sefal fue reconstruida con un conjunto de tdn S0 muestras de las 1024 que
conforman la sefal original, lo cual implica unargreduccion en los datos necesarios
para la reconstruccion casi perfecta de la sefial.

Ahora se reconstruye la seflal mostrada en la Figurautilizando el algoritmo
Orthogonal Matching Pursuit, la matriz de medicé@na la misma que se utilizé en la
reconstruccion con el algoritmo MP, con la finatidde hacer la reconstruccion bajo
exactamente las mismas condiciones de proyecci@rel caso anterior.
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Fig72. Reconstrucciorde sefial sparse en el dominio de la frecuenciaeangb el
algoritmo OMR (a) Sefial original(b) Sefal reconstruida.
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Fig73. Error en la reconstrucciode la sefial sparse en el dominio de la frecuencia
empleando el algoritmo OMP.

La diferencia entre la sefial reconstruida y lalsefiginal es del orden de ®en base
a la amplitud, si calculamos el error cuadraticalimempleando la ecuacion (70), se
obtiene que . = 1.2912x1F.

Se comprueba con esta dltima simulacidon que a phsajue la sefal sparse en el
dominio de la frecuencia tenga un nivel de escasgpor (es decir, esté formada por un
namero mayor de cosenos), se recuperan perfectad@snfrecuencias de sus senoides



y el error cometido en la reconstruccion de la kefiginal es practicamente el mismo.
Comparamos este error en la siguiente tabla.

Método de Error de reconstruccion | Error de reconstruccion
reconstruccion sefal 2-sparse sefal 4-sparse

MP 2,8285x10" 3.7573x10°

OMP 5,2111x107 1.2912x10°

Tabal 8. Comparacion del error obtenido en la reconstéucde sefales sparse en el
dominio de la frecuencia empleando los algoritmésWOMP.

Para terminar con las reconstrucciones de seffjadesesen el dominio de la frecuencia,
hemos realizado reconstrucciones de sefiales adm gausiano blanco aditivo.

En la figura 74, se muestra el error que generalggdritmo Matching Pursuit al
reconstruir una sefial que fue contaminada con ruédeelacion sefial a ruido es de
20dB.
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Fig74. Reconstruccion de una sefial sparse en el domeila drecuencia con ruido
blanco gaussiano aditivo con SNR = 20dB utilizaredoalgoritmo MP.(a) Sefal
original.(b) Sefal contaminada, SNR = 20dB) Sefial reconstruida a partir de M&)
Error de reconstruccion.



Se esperaba que la diferencia entre la sefial aligita reconstruida fuese menor, esto
es debido a que como la reconstruccién se hadeantilo los atomos del diccionario,
tenemos que en el diccionario no hay atomos quelgmueepresentar el ruido
introducido en la sefial.

Con el fin de analizar el efecto del ruido en laorestruccion en cuanto al error
cometido, se recuperd la sefial anterior con unorldhinco gaussiano aditivo de
diferentes valores de potencia.
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Fig75. Error de reconstruccion de una sefial sparse danginio de la frecuencia con
ruido blanco gaussiano aditivo de diferentes n/ele potencia, siendo el valor de la
SNR(dB):(a) 5dB (b) 40dB.
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Se pudo observar que a medida que la potenciaditedisminuye (es decir, aumenta la
relacion sefial a ruido) también lo hace el errored®nstruccion, sin embargo esto es
un resultado muy esperado que no introduce ningunedad. En la figura 76 se
muestra la dependencia del error de la reconstmaimedida que la relacion sefial a
ruido aumenta.
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Fig76. Relacion existente entre el error de reconstomcgi la SNR para el algoritmo
MP en la reconstruccion de sefiales sparse en ehutode la frecuencia.



En la figura 77, se muestra el error que generalgdritmo Orthogonal Matching
Pursuit al reconstruir una sefial que fue contanairtaxh ruido, la relacion sefial a ruido
es de 20dB.
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Fig77. Reconstruccion de una sefial sparse en el domeila drecuencia con ruido
blanco gaussiano aditivo con SNR = 20dB utilizamdlalgoritmo OMP.(a) Sefal
original.(b) Sefial contaminada, SNR = 20dB) Sefial reconstruida a partir de OMP.
(d) Error de reconstruccion.

Al igual que en el apartado anterior, al realizardconstruccion de la sefial original

contaminada con un ruido de SNR = 20dB, se espejadda diferencia entre la sefal

original y la reconstruida fuese menor, es degpie la sefial reconstruida fuese mas
limpia.

Con el fin de analizar el efecto del ruido en laorestruccion en cuanto al error
cometido, se recuperd la sefial anterior con unordihinco gaussiano aditivo de
diferentes valores de potencia.
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Fig78. Error de reconstruccion de una sefial sparse danginio de la frecuencia con
ruido blanco gaussiano aditivo de diferentes ns/ele potencia, siendo el valor de la
SNR(dB):(a) 5dB (b) 40dB.

Se puedo observar que a medida que la potenciaidte disminuye (es decir, aumenta
la relacién sefial a ruido) también lo hace el edteoreconstruccion, sin embargo esto es
un resultado muy esperado que no introduce ningunedad. En la figura 79 se
muestra la dependencia del error de la reconstmaimedida que la relacion sefal a
ruido aumenta.
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Fig79. Relacion existente entre el error de reconstomcgi la SNR para el algoritmo
OMP en la reconstruccion de sefiales sparse emghibode la frecuencia.

Al igual que en la reconstruccion de sefiales sparsel dominio del tiempo, se
esperaba que la diferencia entre la sefial origital reconstruida fuese menor, esto es
debido a que como la reconstruccién se hace utdizdos atomos del diccionario,



tenemos que en el diccionario no hay atomos quelgmueepresentar el ruido
introducido en la sefial.

Como podemos observar en las figuras anteriores) ijgual que ocurria en la
reconstruccion de sefiales sparse en el dominidiedepo, el error cuadratico medio
disminuye, para ambos algoritmos, al disminuir &epcia del ruido (es decir, al
aumentar la relacion sefial a ruido).

5.3 Otras aplicaciones

En este capitulo se trata de aplicar la teori&debpressive Sensing a la reconstruccion
de imagenes. Si bien en este proyecto no se hanroiésdo los algoritmos necesarios
para llevar a cabo esta tarea (esto se preseman@ linea futura), si que se presentan
los algoritmos y el soporte hardware para una ntevda denominada Compressive
Imaging (Cl) y desarrollada por Wakin y Baraniukire otros, [20]. Su proposicion
esta basada en una nueva camara digital de vitdleagen que directamente adquiere
proyecciones aleatorias de la sefial sin recolectarero los pixeles. La arquitectura de
esta cdmara emplea una matriz de micro espejasildigypara realizar calculos 6pticos
de las proyecciones lineales de una imagen en @gmtdones binarios. Sus
caracteristicas incluyen la capacidad de obtener immagen con un numero de
mediciones menor al nimero de pixeles que formamémen, esto puede reducir de
forma significante el calculo necesario para lauglgién/codificacién de video.

Debido a la gran cantidad de datos adquiridos enraagen/video digital convencional
a menudo se necesita una compresion inmediatal éonde almacenar o transmitir los
datos. Esta compresion explota un conocimientoiaipte los datos, tales como el
hecho de que una imagen de N pixeles se puedeirgaoromo una combinacion
lineal escasa de k << N coeficientes wavelet. Estmficientes wavelet se pueden
calcular de forma eficiente a partir de los valodss los N pixeles y después
almacenarlos o transmitirlos facilmente junto cos gosiciones.

Este proceso tiene dos posibles desventajas inmpesteEn primer lugar, la adquisicion

de grandes cantidades de datos de imagen o vigete [®er costoso. En segundo lugar,
la compresion de los datos puede ser computaciemddrexigente, sobre todo en el
caso del video. La teoria que estamos estudiandblaestreo Compresivo, ofrece la

esperanza de poder adquirir directamente una epeEson comprimida de la sefial sin
tener que muestrearla primero.

CS se basa en que las sefiales, imagenes y otossadatenudo poseen algun tipo de
estructura que permite una representacion y urepamgiento inteligente. Se explota el

hecho de que muchas sefales tienen una representstiasa (sparse) en términos de
alguna base. Por ejemplo, las imagenes suavegpaomesxn el dominio de Fourier, las

imagenes suaves a trozos son sparse en el domavielet;, y las imagenes estandar
JPEG y JPEG2000 directamente explotan su condig@scasez.

El procedimiento estandar es el siguiente: (i) tolmaefal completa de n muestras; (ii)
calcular el conjunto de coeficiented =(y,,x); (iii) localizar los k coeficientes

mayores y descartar el resto; (iv) codificar lodokes y las posiciones de estos



coeficientes. En los casos donde la longitud deefal, n, es muy grande y el nimero
de coeficientes sparse, k, es muy pequefio, esteginoiento resulta ser ineficiente.

Esto plantea la siguiente pregunta: para una sk, ¢ es posible estimar directamente
el conjunto de coeficientes mayores que no se dasgar el codificador?. La reciente
teoria del Compressive Sensing presentada por €aRdénberg, y Tao [4] y Donoho
[21] demuestra que una sefial que es k-sparse erbas® (denominada base de
escasez), puede ser recuperada por ck proyecdioeeses sobre una segunda base
(denominada base de mediciones) que es incoherentéa primera, donde c es una
pequefia constante y k es el nivel de escasezerBebproceso de medicion es lineal, el
proceso de reconstruccion es absolutamente nd.linea

En CS no medimos ni codificamos los k coeficiemtes/ores sino que se emplea un
conjunto de proyecciones m mucho menor que la fodgn de la sefal, calculadas
como y(m) =(x,¢,), siendo® la matriz de mediciones. En notacién matriciaktans

y=®x, siendoy el vector de proyecciones de longitud nmx ya sefial original de
longitud n.

En [20] se desarrolla un nuevo sistema en el cegmya lo que podemos llamar
Compressive Imaging (Cl). El sistema incorpora unatriz de espejos micro
controlados por bases pseudo aleatorias y uno iosvaensores de fotodiodo. Este
hardware calcula una medida de la incoherenciaocestablece la teoria del CS, y
después se aplican los algoritmos de reconstrucegindiados para recuperar la
imagen.

Seone

Hitstream

#—» Reconstruction ——» Ilmage

Photodiode

DMD -
Array

Fig80. Diagrama de bloques de Compressive Imaging (Cl).c&hpo luminoso
incidente (que corresponde a la imagen deseadareflsja en un dispositivo digital de
micro espejos que forman una matriz (Digital Micmoor Device ,DMD). La
orientacion de estos espejos esta modulada poragbrp pseudo aleatoriag,
suministrado por el generador de numeros aleatqR@dom Number Generator,

RNG). Cada espejo produce un voltaje en el fotamligde se corresponde con la
proyeccion y(m).



El equipo para la realizacion del concepto de Cluea camara de un solo pixel.
Combina un gran espejo micro controlado, que maagia secuencia temporal de m
bases pseudo aleatorigs de la imagen, con un unico sensor optico paraulealdas

proyeccioney de la imagen.

El dispositivo digital de micro espejos (DMD) que emplea es de Texas Instrument
(T). El DMD consiste en una matriz de 1024 x 768&rm espejos accionados
electrostaticamente, donde cada espejo de la ns#ruspende sobre una célula de
SRAM individual. Cada espejo gira alrededor de bisagra y se puede colocar en uno
de los dos estados (+12° o0 -12° desde la horizppta lo que la luz que cae sobre el
DMD puede ser reflejada en dos direcciones depeddigle la orientacion de los
espejos.

Con la ayuda de una lente biconvexa, la imageeaties se forma en el plano del
DMD; esta imagen actla como objeto para la segilema biconvexa que centra la
imagen en el fotodiodo. La luz es recogida de unéad dos direcciones en las que se
refleja (por ejemplo, la luz reflejada por los gepeen el estado de 12°). La luz de una
determinada configuracién de los espejos del DMR@®entra en el fotodiodo para
producir una tension absoluta que produce un deefey(m) para esa configuracion.
La salida del fotodiodo se amplifica a través desincuito op-amp y luego se digitaliza
por un convertidor analégico-digital de 12 bitstassmedidas del fotodiodo se pueden
interpretar como el producto interno de la imagesedda con el vector de la base de
medicionesg,. En particular, sip(m) denota las posiciones de los espejos para el

patrén de la medicion m-ésima, el voltaje leidogidbtodiodo se puede escribir como:

(99) v(m) O (x,¢,) + DCoffset

diendog, =1, . ..,, ¥ 1 es elindicador de funcion.

Para una imagen dadatomamos m medidafy(1),y(2),...y tn}, correspondientes a
las configuraciones de los espejgs(1),0(2),...,0 m} . Como los patroneg(m) son

programables, podemos seleccionarlos para ser ensofes con la matriz de
mediciones. Como se menciond anteriormente, loomed de medidas aleatorios o
pseudo aleatorios cumplen una propiedad de incotiareniversal con cualquier base
fijada, por eso se eligen patrones pseudo aleatdaa:12° en los espejos.

Este sistema adquiere directamente un reducidouctinjde m proyecciones
incoherentes de la imagen de n pixeles sin adgpiimero los valores de esos n
pixeles.

En este articulo [20], encontramos un experimeata fa reconstruccion de imagenes.
Se presenta una copia impresa de la letra R dadante camara, figura 81. Como esta
imagen de prueba es constante a trozos (con bafii@dos), puede ser escasamente
representada en el dominio wavelet. En las fig@&agb) y 82 (c) se muestra esta
representacion con k = 205 y 409, respectivaméigando un nimero de mediciones



m = 819 y 166 (aproximadamente 4 veces la k usadd) y (c)), se reconstruye la
imagen usando el algoritmo OMP.

Fig.81L Experimento para la reconstruccion de imagerepresenta una copia impresa
de la letra R delante de la camara.

(a) Imagen de prueba (b) 205 wavelts (c) 409 wavelets

(d) Imagen en el DMD (e) 819 medidas (f) 1600 medidas

Fig82. Cl de una imagen de 64 x 64 (n = 4096 pixel@)lmagen de prueba de alta
resolucién.(b) Aproximacion de la imagen por sus 205 coeficiemaselets y(c) por

sus 409 coeficientes wavelefd) Imagen de una camara convencional de 320 x 240
adquirida en el plano del DMD. Reconstruccion C8 @) 819 mediciones {f) 1600
mediciones.

En este articulo [20], se presenta un prototipsideema de imagen que emplea con
éxito los principios del Compressive Sensing. Lea@ tiene muchas caracteristicas
atractivas, como la simplicidad, universalidad,ustez y escalabilidad, que le permitira



tener efecto sobre una variedad de aplicacionesretifes. Otra caracteristica
interesante y potencialmente (til de este sistem@ue se descarga el proceso de
recoleccion de datos centrandose en la reconsbrucdilo solo se disminuye la

complejidad y el consumo de electricidad del ds#pm, sino que también se

permitiran nuevos esquemas de medidas.

5.4 Conclusiones

La primera aplicacion estudiada en este apartadefiege a la estimacion de canales de
comunicaciones sparse. Encontramos canales sparsei@as aplicaciones para las
comunicaciones. Explotando esta escasez, el estidadun canal se puede obtener
mediante el algoritmo Matching Pursuit. Se ha dérade que esta estimacion obtenida
es inherentemente sparse, a diferencia de la esfimde minimos cuadrados (LS) del
canal, donde cada uno de los valores de los psésas generalmente distintos de cero.

En el algoritmo MP como la optimizacion de cadaaitédn se realiza sobre todos los
atomos del diccionario, es posible deseleccionaatomo previamente seleccionado,
disminuyendo la velocidad de convergencia. Estblpnoa de reseleccion se resuelve
con el algoritmo Orthogonal Matching Pursuit, yee ggn cada iteracion se toma la
columna que genera la maxima proyeccion para feemauevo diccionario. Se ha
demostrado que eliminando la reseleccion de colamah algoritmo OMP puede
obtener un estimado del canal mas preciso.

Como vimos en la Tabla 6, el error cuadratico meditenido en la reconstruccion del
canal sparse empleando el algoritmo OMP (9,7812%16s mas de diez veces menor
que el error obtenido con el MP (2,9871%3)0

Como podemos comprobar, los algoritmos MP y OMPpgeden emplear en la
reconstruccion de un canal sparse a pesar de gesteecaso no se cumpla m << n, si
no que el numero de mediciones m sera mayor o @lalongitud de la sefial n.

Por otro lado, se han estudiado estos algoritmda mtuperacion de sefiales sparse en
el dominio de la frecuencia, como aplicacion seirhplementado la deteccion de
sinusoides. Hemos comprobado que ambos algoritteostivos, MP y OMP, son
capaces de distinguir perfectamente las frecuemg@al®s cosenos que conforman la
sefal de prueba, y a partir de estas frecuenctapeear la sefial original con un error
minimo y del mismo orden que el producido en l@amstruccion de sefales sparse en el
dominio del tiempo.

Como vemos en la Tabla 8, estos algoritmos presamtares practicamente del mismo
orden en la reconstruccion de sefales sparsedamehio de la frecuencia con distintos
niveles de escasez, en este caso, se reconstriggdiales con escasez 2 y 4 (es decir,
sefales formadas por la suma de dos y de cuateo@®s

Por ultimo se ha presentado, pero no se ha ddsaloaén este proyecto, la aplicacion
de la teoria del Compressive Sensing a la recartéfiru de imagenes, estudiando una
serie de algoritmos y un hardware especifico ptagdenpor Wakin y Baraniuk [20].
Este dispositivo consiste en una camara de un @igkl de forma que, el campo
luminoso incidente (que corresponde a la imageaatksx) se refleja en un dispositivo



digital de micro espejos que forman una matriz @idviicromirror Device, DMD). La
orientacion de estos espejos esta modulada poragbrp pseudo aleatoriag,

suministrado por el generador de numeros aleatdf@amdom Number Generator,
RNG). Cada espejo produce un voltaje en el fotamligde se corresponde con la
proyecciony(m). Este conjunto de proyecciones se empleara en ¢mstaccion de la

sefial a partir de los algoritmos iterativos estiosa MP y OMP. Algunas

caracteristicas de este dispositivo, como la soigad, universalidad, robustez y
escalabilidad, le permitira tener efecto sobre gman variedad de aplicaciones
diferentes.



